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INTRODUZIONE 


In questa nota presentiamo alcuni teoremi di esistenza di soluzioni 


positive dell'equazione 
(1) div(|Du|P"?Du)-|u|57Zu + £(x)|u[9Zu = 0 


in 9, aperto non limitato di R", con 1l<p<n, 1<s<np/(n-p), max(p,s)<q<np/(n-p). 

Le difficoltà che si incontrano nello studio di questa equazione so 
no legate al fatto che, a causa della non limitatezza di 9, l'immersione di So 
bolev HP (o)+1* (0), g<np/(n-p), non è compatta. D'altra parte, se @ è radial- 
mente simmetrico, la restrizione dell'immersione alle funzioni radialmente sim- 
metriche è compatta, e questo permette di ottenere teoremi di esistenza, nel 
caso in cui (1) abbia essa stessa una struttura radiale, cioè nel caso in cui 
f sia costante (cf. [BL], [C1], [EL1]) Anche altri tipi di simmetria del domi- 
nio consentono di trovare soluzioni di (1) (cf. [CM] nel caso p=2). Se f(x)+0 
per |x|++t, anche se 9 non ha proprietà di simmetria, si può recuperare una 
compattezza nell'immersione di Sobolev, ed ottenere teoremi di esistenza (cf. 
[St]). 

In questa nota noi supponiamo che f:9+R sia continua, non negativa 


e che esista 


lim f(x) = f70 
|x[>to 


Se p=s=2, l'equazione (1) si scrive 
q-2 A 
(2) su-utf(x)|u|® u=0 ino. 
Per questa equazione, e se R"\o è un compatto (senza alcuna proprietà di sim- 


metria), si possono ottenere teoremi di esistenza di soluzioni, sfruttando la 


unicità, a meno di traslazioni nella variabile x, della soluzione positiva del 
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l'equazione 


(3) au-u+f_|u|9"°u = 0 in R°. 


Risultati in questa direzione si debbono a Benci e Cerami [BC] e a Bahri e Lions 
[BaL] (per i teoremi di unicità si vedano [GNN], [MS] e [K]) Osserviamo esplici 
tamente che le tecniche utilizzate da questi autori non si possono estendere al 
caso dell'equazione quasilineare (1), perché non si conoscono teoremi di unicità 
per questa equazione. Ding e Nî [DN] e Lions ([L2], [L3]) hanno invece provato 
teoremi di esistenza per l'equazione (2) senza sfruttare l'unicità della soluzio 
ne dell'equazione (3). Il metodo da essi applicato si basa sul confronto della 
equazione (2) con la corrispondente equazione all'infinito (3) e si può uti- 
lizzare anche nel caso quasilineare (1). I risultati che esporremo nei paragra 
fi 1,2 sono contenuti nella nota [C2], mentre quelli contenuti nel paragrafo 4 


sono nuovi. 


Se indichiamo E la chiusura di c-(a) con la norma 
‘ pi 6. ad 
pul=Jutp = ( f oujPax)!P + ( f julSa)!S, 
Q 2 


le soluzioni di (1) sono i punti critici del funzionale 


J:ER J(u) -1f Du |Pax + 1 J ulFax - il #(x)|u|Idx. 
Pea ù Q si Q 


Sia I il funzionale associato ai valori di f all'infinito: 


I:E>R IU) = z J \Du|Pdx + lf Ju|Îdx - 
Peo ° <q 


Le 


fe lul'ax. 
0 
Q 


Indichiamo Mj = {ue E: u#0, dJ(u)(u)=0} e M={u®E: u#0, di(u)(u)=0}. 
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Come vedremo le soluzioni di (1) si possono anche determinare come punti criti- 
ci del funzionale J, condizionati sulla varietà My. Utilizzando questa osserva- 
zione è possibile trovare una soluzione UL di (1) su BO 2 per ogni KEN. La 
successione (u,) contiene una sottosuccessione debolmente convergente ad una 
funzione u, che è soluzione debole di (1). Se ù è non triviale, allora è una 
soluzione positiva su 9. Il punto fondamentale è provare che u non 
è identicamente nulla. Una condizione sufficiente ad assicurarlo è che 

inf I> inf J. 


M, M, 


1. Il TEOREMA DI ESISTENZA 


Teorema _1. Se inf I> inf J, allora (1) ha una soluzione positiva. 


Mr "i 


Osservazione 2. Valgono le seguenti affermazioni: 


i) vueM. J(u) = (1 - 1) ibu|Pax + (1 - 1) f ju|Îdx. 
J P_i AL 
ii) inf J> 0, inf fulvo. 
M, Mo 
iii) Se u realizza il minimo di J su Mi» u è soluzione di (1), e si può 


supporre che u=0 in qa. 


Dimostrazione. 


i) si ottiene dall'espressione di J e dal fatto che 
p Ss di, 
dJ(u)(u) -f |Du|"dx +f |u|"dx -f f(x)|u|'dx = 0. 
2 lo) Q 


ii) Da i) segue che J(u)=0 per ogni ueM,. Se inf J=0, allora esiste una suc 


Ri 
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cessione (v,) in M, tale che J(vp)>0 per k++®, quindi 


k J 


f |Dv Pax +f |v |Fax - fit ax = 
2 x 2 x (0) x 


(se indichiamo q=0s+(1-6)p*, per la diseguaglianza di Hòlder) 


IA 


Lai si 
c (] |v154x)® f Iv Pat? 
1 h k L, k 


IA 


c.( (iv ]Fax)® cf jov, Pax) (®YYPA/P< 
fn f 10", 


IA 


. pe de 
c3 fi tou Pax + fl 1vy1Sa9®01-0)P"/P 
2 Q 


e questo è assurdo perché 0+(1-0)p*/p>1, ef [pv Pax +f Iv, 1°dx + 0. 
2 a 


Se esiste una successione in M, tale che J lv, 1Tdx>0; allora da dI(v,) (v7)=0; 
2 


segue che 


[ |pv, Pax +f Iv, 1°dx -f f(x) |v1*dx0 per k+o 
a 2 2 


Questo è assurdo per quanto abbiamo già provato. 

iii) Indichiamo è(u)=dJ(u)(u). Se u realizza il minimo di J su Mo esiste un 
moltiplicatore di Lagrange X tale che dJ(u) = Ado(u). Supponiamo che X#0. Allo 
ra procedendo come al punto i), si dimostra che queste due condizioni sono in- 
compatibili se u#0. Quindi \=0 e dJ(u) = 0. Ovviamente, se u realizza il mini- 


mo, anche |u| lo realizza, quindi possiamo assumere che u20. 


Indichiamo Q, 3 2NB(0,k). 
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Lemma 3. Per ogni kEN esiste UL soluzione positiva di (1) in N 
Inoltre (u,) contiene una sottosuccessione, che indichiamo ancora (u,) ‘e che 
converge debolmente in E e uniformemente sui compatti ad una soluzione i di 


(1) suon. 


Dimostrazione. Indichiamo E, la chiusura di C° ol ) con la norma 


Ju]. Per ogni kE N indichiamo con ug€ E, : la funzione Pi liu il minimo di 
J su {ueE,: uf0, di(u)(u)=0}. 


pane EE, con un argomento di densità si può provare che 


J(u,)+inf(J(u): ue E, uf0, dJ(u)(u)=0}= inf J. 
M 
J 
Ma, per l'osservazione 2, i), 


= A _1 p 1.4f 15 
Mu) = (È af Ia] i+ = fl lî vien 


quindi (u,) è limitata e converge debolmente ad una funzione UE E. Dall'osser- 

vazione 2 segue anche che per ogni KEN, (u,) è soluzione di (1) su Q,» quindi, 

per le stime di Serrin [S] e di Tolksdorf [T2], u x e Du, >Du uniformemente sui 
compatti. Pertanto u è soluzione su tutto a. tota u x(*)20 per ogni k, passan- 
do al limite si ha u(x)=z0 Wxeo. 


Lemma 4. Valgono le seguenti affermazioni: 


i) se i) £(x)|u]Tdx # 0, allora 2! t>0 tale che di(tu)(tu) = 0 
2 


ii) se dy(u)(u) = 0, allora J(u) = max J(tu) 
t20 


Dimostrazione 
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i) Supponiamo che sia pds (la dimostrazione è analoga se pss) 


do(tu) (tu)= €? fo JoulPax + 85 f juiSax - 4° (1) |u|Sax = 
Q io) Q 


= PC fiou|Pax + 65 f puiSax - #9. f(x) fu[Sdx) = tal), 
Q Q Q 


dove questa uguaglianza definisce g. La funzione g verifica g(t)+-© per t+t0, 
g(t)++te per t+0+, quindi esiste t>0 tale che g(t)=0. 
ii) Se h(t) = J(tu), basta dimostrare che h ha un massimo per t=1. Supponia- 


mo per semplicità che p>s. 

h'(t) = dJ(tu)(u) = 

= 1 ( Du|Pax + #3] u|Sax - 9 f #(x) lu|Iax = 
2 Q 2 

(poiché dJ(u)(u)=0) 

= (eS7L4P"A) (pupSax + caP1t9) f F(0) |u]Sax. 

2 lo) 

Quindi h'(t) =0 se tsl, h'(t)<0 se tz1 e h(1) = max h(t). 


t=0 


Dimostrazione del Teorema 1. Siano (u,) e u come nel lemma 3. Dob 


) 
k 
biamo dimostrare che u#0. Per assurdo supponiamo invece u=0. Allora u,?0 per 
k+to debolmente in E. Poiché Ur #0», per il lemma 4, per ogni KEN esiste 
t70 tale che dI(t,u,) (tyU,) = 0. Proviamo che (t°) è limitata. Se t,2l si 


xÈ 
ha 


Pf p | Sire ‘f q 
t ] Du, | dx + t, i lu, dx = t, a Flux] dx > 


(per l'osservazione (2)) = Ct. 


D'altra parte 
Pf p sf S max(p,5) 
t, | Dux! dx + t, J lu] dx s Cat, 


allora (t) è limitata, perché max(p,s)<q. 


Sia e>0 fissato 3R>0 tale che IfG-r tte VxE 9, |x|>R. Quindi 


II(t,uy)-3( \st cf eco ABUÒA dx < 
sC, J |u, 1° dx + eC, J lu, 1 dx s Cze 
{xe 2:|x|<R} {xe 2:|x|>R} 


per k grande, perché la successione cStu,1940 è limitata, e possiamo suppor- 
re che (uL)>0 per k++® in L{xe a: |x|sR}). Pertanto 
inf J = J(u )-e = (per il lemma 4) 


k 
hg 


LNZ 


J(t 


lg)" e è It, u Mila C4e > D° I-Cge 


I 


quindi inf J = inf I per l'arbitrarietà di e, e questo è assurdo. 


"i S 


Osservazione 5. // metodo presentato nelle pagine precedenti si può 


applicare anche ad un'equazione del tipo 
; (p-2)/2 È ” 
div((ADu - Du) ADu) - al x) |u|5 “2u4f(x,u) =0 in 9, 


dove £ è un aperto di R", l<p<n, 1<s«np/(n-p), max(p,s)<q<np/(n-p). 
o<f(x,u)<c(1+u9")) Yxe2a, u>0 
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+ fina è non decrescente in u Wx€®, u>0 con max(p,s}<r<q 
u 
j f XU) $ 
lim = f >0 uniformemente u>O0, 


a(x) è continua, nonnegativa ed esiste b 70 tale che 


lim a(x) = b_. 
|x]+to 


A = (a;;) è una matrice a coefficienti C*(9) ed esistono a; a,70 tali che 
2 2 
a. |El sA(x)E - E =) a..(x)E,E. s a, |El  wWEE R", xeo 
1 ij ij dg 2 


esiste una matrice B = (b;;) a coefficienti costanti tale che 


a;; (x) + bi; per |x|>o Wi,j. 
Teorema 6. Se esiste weM, tale che I(w) = min I e d(tw) < 
Mi 
< I(tw) Wt>0, allora inf I > inf d, quindi l'equazione (1) ha una soluzione debo- 
M M 
I J 


le . positiva in 9. 


Dimostrazione. Se w è di minimo per I su Mr» per l'osservazione 2 


iii) possiamo supporre che w=0 in 9. Allora per il lemma 4 esiste t>0 tale che 


twEM, e quindi 


J 
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inf Jd sJ(tw) < per ipotesi 


< I(tw) s per il lemma 4 


sil q1af1 
ii 


allora la conclusione segue dal teorema 1. 


2. ALCUNI ESEMPI 


Esempio A. Se f è continua,nonnegativa e FO) sint fs alle 
X|>bo 
ra il problema R" 


div(|Du|P"?pu)-|u[S"Zu+f(x)|u|TZu =0 in R° 


u=z0 


ha una soluzione debole. 


Dimostrazione. Se fsf? il risultato è vero (cf. [C1]). Supponiamo 
che f non sia costante, e verifichiamo le ipotesi del teorema 6. Sia (v_) una 
successione in MI tale che I(vy)+inf I per k++o, e sia vi il riarrangiamento ra 

M 
I 
diale di VK (cf. [PS] e [T]). Poiché (bi # 0 e per il lemma 4 per ogni KEN esi- 
ste t,70 tale che tope N Inoltre, per la diseguaglianza di Polya e Szego 
* = * 
ty) (tr) ) s ty) - 


D'altra parte, per il Lemma 4 


ty) S Iv). 


Allora 
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inf I< It,ve) < Ivy) VkE N. 


Mj 


Pertanto anche (Wj)» WEt è una successione minimizzante I su Mr. Allora (Wp) 


è limitata ed esiste C,>0 tale che f Iw,1>c 
n 


1 per ogni keN (per l'affermazione 
R 


1 


2 i) e ii)). Possiamo supporre che w, + w debolmente in E, e in norma LR") (cf. 


k 
Teorema III.3. in [L1]), quindi 


W=0, fi ivisax > 0 
R" 


e per il lemma 4 esiste t>O tale che weM. Allora 


A 


inf I < I(tw) < lim inf I(tw,) (per il lemma di Fatou) 


M k+to 
< lim inf I(w,) (per il lemma 4) 
k>to 
= inf I. 
Mr 


Quindi I(tw)=g. Poiché w è radialmente simmetrica e non identicamente nulla, 


w(0)>0. D'altra parte f non è costante, ed esiste XE R" tale che f(x inf Li 


R" 


Allora posto w(x)=tW(x si ha Jd(tw)<I(tw) 1>0, e I(w) = inf I, perché I è 


di 


invariante per traslazioni. 


Esempio B. Siano n» interi tali che n=n, & No. Sia VV un aperto 


limitato di R"l e g=vxR"2. Sia f continuo, nonnegativa e tale che f(x) > fo=inf f 
X[>to 9 
e f(x)>f, yx€ 9. Allora il problema lx] 


s-2 


div(|Du|P"°Du)- |u|l® u + #(x) Ju[9"?u = 0 


uz0 ina 
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ha una soluzione. 


Dimostrazione. La prova è analoga a quella dell'esempio 7. Infatti se 
Vk è una successione minimizzante possiamo considerare la simmetrizzazione radia- 
le vì rispetto alle ultime No variabili. Per ogni k esiste allora t70 tale che 
Wtk Me M, e (wx) è ancora una successione minimizzante. D'altra parte 1'immer- 
sione LI()CE è compatta (cf. [EL2], [L1]),e quindi procedendo esattamente come 
nell'esempio 7, si prova che esiste un minimo wdi I su My» che soddisfa tutte 


le ipotesi del teorema 6. 


$ 3. ULTERIORI RISULTATI DI ESISTENZA 


Altre condizioni su f che permettono di risolvere l'equazione (1) su 
tutto R", sono state determinate, almeno nel caso semilineare da Li [L],utiliz- 
zando il metodo di concentrazione di compattezza di P.L. Lions. Questi risulta- 
ti valgono anche nel caso quasilineare e si possono formulare nel modo seguente: 
1. Se We>0 |{xe R": f(x) = inf f+te}[kto, l'equazione (1) ha soluzione positiva. 

n 
R 
2. Se Wr>0 D(r) = J (f(x) - lim sup f(y))dx ® 0e D(r) non è identicamente 
|x|sr Y+to 
nullo, allora (1) ha soluzione positiva. 
Queste condizioni sono soddisfatte se f(x)>inf f, ma sono effettivamente meno re 
n 
R 


strittive. Sia infatti f(x) = 1+ exp(-|x[")cos(|x|); attora f(x) > Dinf f, ma la 
Telato 


condizione 2. si può applicare. 


Osservazione 9. Se q=R" e f(x)>sup f per |x|+t®, allora inf I = 
R" Mi 
= inf d. Pertanto il teorema 1 non si può applicare. D'altra parte, se f(x)=f(x,) 


M; 
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dove x = (x 303%) e f è strettamente crescente in x,, Ni ha dimostrato che l'e- 


1 1° 
quazione (1) non ha alcuna soluzione, nemmeno nel caso semilineare (cf. [N]). 


8 4. IL CASO DI EQUAZIONI CON SIMMETRIA RADIALE 


Se la funzione f è radialmente simmetrica e limitata, si possono appli 
care metodi standard per determinare soluzioni di 


(5) div(|pu|P"?Du) - |u|®"Zu+f(r)]u]T9u=o in R", r = |xl. 


Cercando punti critici del funzionale J nello spazio di Sobolev E" delle funzioni 
radiali di E, si possono trovare soluzioni di (5) anche quando f, radialmente sim- 


metrica non cresce troppo rapidamente. 
Teorema 10. Supponiamo che f sia continua, nonnegativa, e Wr>0 


l) p' i = PB 
< + < = — = a 
f(r) < C(14r°) con B pa (n-1)(qg-s), p = 
Allora l'equazione (5) ha una soluzione u=0 in R" (per il caso semilineare si veda 


[DN]). 


Questo teorema si può considerare ottimale, poiché se p=s=2 la condi- 
zione su f diventa f(r)sc(1+r8), con B< z(n-1)(9-2), e si può dimostrare che, se 


f(re)y (071) (0-2)/2 è non decrescente, l'equazione non ha soluzione (cf. [L]). 


r 


Indichiamo con E" l'insieme delle funzioni radiali di E e E, l'insie- 
me delle funzioni radiali di E Se definiamo 
Ju) = È il [ou |Pax + È J |u]Sax - 2 fs) tulta, 
Pen S “n i n 


R R R 
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J non è in generale ben definito in E”, ma è ben definito in + 


Lemma 11. Per ogni ue E si ha 


Jutr)| s clujr0!"MP'/(p'+5) q.d. r > 0 


dove p' = 7 e C dipende solo da n,p,s. (cf. Proposizione Il.1,, (L11). 


Lemma 12. Per ogni KEN esiste una soluzione positiva ue E dell'equa 
zione (5) su Bk Inoltre (UL) contiene una sottosuccessione, che indichiamo ancora 


(u)» che converge debolmente in E e uniformemente sui compatti ad una soluzione 
debole di (5) su R". 


Dimostrazione. La dimostrazione è essenzialmente la stessa del lemma 3. 
Per ogni keN indichiamo con UL la funzione che realizza il minimo di J sull'insie 
me {ue DE u #0, dJ(u)(u)=0}. La successione (J(u,)) è monotona decrescente, e 
quindi (UL) è limitata. Procedendo come nel lemma 3 si prova l'affermazione di que- 


sto lemma. Non possiamo tuttavia escludere a priori che J(u,)+0 per k+tc. 


Dimostrazione del teorema 10. Poiché dI (u,) (u,)=0, si ha 


, n-1 R n-1 di n-1 Si 
li F f(r) |u,1® -f r [bu |P dr :f r lu] dr > 
0) o) 0 


" n-1 S 
> Il r fu] dr, 
() 


Pertanto esiste re JO,k[ tale che fn lup (rl = ur) per ogni ke N. Pro 


viamo che (rp) è limitata. Se infatti rp! VKEN, per le ipotesi fatte su f, si 
ha 
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S-q 8 8 
(6) UL (eq) < cli + rr) < Cor 


Applicando il lemma 11 si ha allora 


porre sE 


e quindi (FL) è limitata per la scelta di 8. Da 6) otteniamo inoltre 


3C, tale che u (r 


4 k = C, VKEN. 


kl > Ca 


Possiamo anche supporre che ni per k>t%o, e per la convergenza uniforme di 


(ux) au, si ha ux(rp) + ur) > C, Quindi u# 0. 
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